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Abst】ract
　It　is　introduced　that　the　optimum　problem　is　reduced　to　the　generalized　optimum　condition
concerned　with　operators　which　is　an　element　of　linear　space．　The‘‘Optimum”sytem　is　one
in　which　the　pQwer　of　the　system　error　takes　the　minimum　value．
　In　this　paper，　it　is　shown　that　the　generalized　optimum　condition　does　not　always　make
possible　physically　realizable　systems．
1．　まえがき
『般に線形系，非線形系を問わず，それらの系の入
出力関係は，線形空間の要素である作用素によって関
係づけられる。このような作用素を用いて，系の実際
の出力と希望出力との誤差信号のパワー（自乗平均）
を最小にする為の必要十分条件式がプガチェフによっ
て与えられていることは周知の事実である1）。この条
件式を満足する作用素，あるいは，それによって与え
られる系を最適フィルターと定めることにする。しか
し乍ら，常に，意味のある最適作用素が存在するとは
限らないことが分ったので報告する。そのような場合
は・たとえば線形系について論じられ，とくに入力と
して信号と雑音との非線形結合形を仮定した場合，そ
の結合形，あ8いは信号，雑音の統計的性質に依存す
ることが次第に明らかになるであろう。
2・一一般化された最適条件
　『般に線形系，非線形系，あるいは漸近安定系等に
於て，入力x（のと出力or（のとの間の関係は，上述
のそれぞれの系の作用を作用素Aによって示すことに
すれば
　　　　　　ごy（の＝Ax（t）　　　　　　　　　（1）
で表わされる。ただしかんたんの為にX（の，y（t）は
それぞれ1個の入，出力を表わす連続的なランダム信
号とする。そうすると作用素Aは，線形空間であるよ
うな作用素Lの集合に属することが容易に示される。
すなわち
　　　A・εL，A2εL－一一一任意のスカラーC、tC2に
対して　　CIAI十c2A2εL
　そこで，いま，出力y（のを，希望出力Z（t）にで
きるだけ近づけさせるように制御したい。その為にこ
こで，誤差
　　　　　　P（の＝Ax（の一Z（の　　　　　　　　　（2｝
のパワー
　　　　　P（の＝E〔｛Ax（の一Z（の｝2〕　　｛3）
すなわち，自乗平均誤差を最小ならしめたい。｛3）を最
小ならしめる為の必要十分条件は，プガチェフによっ
て，次のように与えられている。すなわち線形空間L
に属する任意の作用素Aに対して
（159）
　　　　E〔Ax（の｛ノ1eC（（’）－Z〔の｝〕＝0　　　　（4）
が成りたつことが必要にして且つ十分である。但しE
は期待値を示し，A・は最適作用素である。このとき
P（のの最小値は
　　　　minρ（の；E〔｛A・x（の一2（の｝2〕　　（5）
で与えられる。
　ここで，作用素A，・4。として最も代表的な次の形
を仮定する。
　　　　A・（・）　一∫，’　h（・）x（t－・）d・　（・）
　　　　鋼の一∫1・（・）・（t－・）d・　（・）
　h（τ）は任意の線形フィルターのインパルス応答を
示し，k（τ）は最適線形フィルターのインパルス応答
を示す。（6），（7｝を（4）に代入すれば
E〔∫1・（・）x（・一・）d・｛∫lfe（・）・（t－・）d・一・（・）｝〕
　　＝0　　　　　　　　　　　　　　　（8）
　よって，期待値の演算をほどこして整理をすると
　　∫1・（・・）｛∫lfe（τ1）E〔・（t－・・）・（t－・・）〕dτ1
　　　一Z（t）・（t－・・）｝d・・一・
るうる。ゐ（τ2）は任意であるから，結局
　　∫1・（τ1）E（・（t一τ，）・（t－・・）〕dτi
　　　ニE〔2（のx（t一τ2）〕
　　7▼≧τ1≧0
となる。
　又㈲は，⑩を用いることによつて
〔9）
ad
卿（の一・〔・（t）・］一轣wk（・）E〔・（t）・（t－・）〕d・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　にD
となる。
　3．最適作用素の一性質
　さてこのようにしてえられる最適条件（11tの解k（τ・）
が求める最適フィルターであるがいま⑳において共
分散E〔Xl）x2〕，　E〔㍑2〕を考えよう。但し：i＝
x（t一τの（加1，2），£＝z（t）とおいた。
　いま入力X（のが互いに独立な信号S（のと雑音
n（のとの和をN乗素子に通したときの出力であった
とすると
　　　　x（の＝（s（t）十n（の）N
　　　　　　一意α）s（t）N－・n（t）・　　a2）
で表わされる。　（但しN≧2なる整数）
　いまN＝2の場合について㈹の右辺を考える。こ
こで希望出力をZ＝Sすなわち信号そのものとすると
　　E〔2×2〕＝E（sx2）
　＝E〔∬22〕＋2E〔ss2〕E〔n2〕＋E〔s〕E〔n22〕　⑬
一般性を失わずに以下E〔s〕＝E〔n〕＝0とすれば
結局
　　　　E〔ZX2〕＝E〔∬22〕　　　　　　tr㊨
となる。特に重要なのは信号S（の．雑音n（のがガ
ウス分布の場合である。そのような仮定をすれば明ら
かに叫の右辺は零となることが示される。E〔Xlx2〕
は入力X（のの自己相関であるから，当然これは零と
ならない。何故なら
　　E〔X、X2〕；E〔（S、＋nl）2（S2＋n2）2〕
　＝E〔（s12十2Sini十n12）（s22十2s2n2十n22）〕
　＝E〔s12s22〕＋E〔（2s、n1＋n、2）（s・2＋2s2n2＋n22）〕
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　個
となって第2項の値によらず第1項は信号がガウス分
布をなす限り零とはならないことが容易に示される。
よって（珊は
　　　　∫『・（・・）・〔翻・・一・　　α⑤
　上式は入力〔Xl，　x2〕に対する応答が常に零となる
ようなフィルターk（τ1）が最適であることを示して
いる。因果律によって明らかに
　　　　　　fe（τ）＝0　　　　　　　　αの
でなければならない。このとき（11は
　　　　　　min　P（の＝E〔z（の2〕　　　　（18｝
　となって，何ら信号5（のに関する情報は引き出せ
ないことを意味している。
　このような議論をおし進めて一般に圃で表わされ
る入力について考えよう。
　　E〔・x・］－E〔議（窪凝…ノ・
　　　一急（N72）E〔ぐり・団　　　ag）
（但・α）はN個のものから姻とりだす組合せを
示す。）であるから，いまもしもNが偶数，すなわち
N＝2m（m＝1，2，3……）　の場合は，希望出力2
を信号Sとすれば
　　　　E〔ずり一E〔∬：m’「2］
　　　　　＝0　；r＝2り（v＝O，1，2……）　　｛二
　　　　　≒0　；r＝2レ十1（り＝0，1，2……）
・圃｛さ：：；：：1；＋1
なる性質が成りたつ。よって
　　・圏一｛1：；：：ll＋1
（160）
となる。しかるに入力の自己相関関数は必ず存在する
ことが示されるから，再び㈲α8）が成りたって，信号
は引き出せないことが分る。同様にして
　　　IV＝2m十1（m＝O，1，2，・・一）
の場合には
　　E〔・ぐ｝E〔∬：m＋1’「2］
　　≒0　；r2；2リ（r＝0，1，2……）｛
　　　＝0　；r2＝2り＋1（v＝0，1，2……）
・団｛さ9：鴬宰謁：1：”：：：）．．2
よって
・圓｛≒1：；；：1；．、
となる。したがってE〔2×2〕は恒等的には零でない。
この揚合は明らかに最適条件（4）を満足する作用素は
物理的に意味のあるものとなる。
以上を整理すると次のような性質にまとめられる。
性質1．（4）を満足する最適作用素は入力の統形的
　　　　性質，あるいは入力形によっては必ずしも
　　　　物理的に意味のある作用素をもたらさない。
性質2．互いに無相関なガウシァンプロセスに属す
る信号，雑音が和の形で結合したものがN
乗素子（N≧2なる整数）を通過した場合，
Nが偶数のとき，線形フィルターによって
は信号そのものは引き出せない。
（4）む　す　び
　上述したようにプガチェフによって最小自乗平均の
意味での最も一般的な最適条件式が与えられているが，
入力の性質によっては必ずしも最適条件（4｝が意味の
ある解（又は最適作用素）を与えないことがわかった。
その例として，（7）で与えられるような線形フィルター
系の場合について説明した。また，非線形フィルター
系についての検討は別の機会に報告したい。
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